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0, Dalsi studium

A. Isidori. Nonlinear Systems: Third Edition, Springer Verlag,
Heidelberg, 1995.

A.Vanééek a S. Celikovsky. Control Systems: From Linear
Analysis to Synthesi of Chaos, Prentice Hall, 1996.

A. Isidori. Nonlinear Systems Il, Springer Verlag, London 2007.

H. Khalil. Nonlinear Systems: Third Edition, Prentice Hall,
Upper Saddle River 2002.

S. Celikovsky. Nelinearni systémy, CVUT 2006.
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1 / Uvod a zajimavé nelinearni jevy

Tato prezentace je spolufinancovana Evropskym socidlnim fondem a statnim rozpoétem Ceské republiky.
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Vystupni rovnice

Vsechno jsou vektory

f:
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n-dimensionalni

vektorova nelinearni
diferencialni rovnice

prvniho radu




* modely s vyssimi derivacemi mUzeme na prvni derivace prepocitat
e vétSinou se budeme zabyvat jen stavovou rovnici

Zv1astni pripady:
* rovnice bez vstupu (unforced)

dostaneme kdy? y=0; U= 7/(1:); u= 7/(X); U= Q/(X, t);

* autonomni, neproménna v ¢ase (time invariant)

chovani nezavisinaposunuvcéase 7 =1{—a

o A1 * & r"‘?{lml[lly
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Na rozdil od linearnich systému

* malokdy najdeme reseni v uzavieném tvaru

e proto obvykle nutna kvalitativni analyza a soucasné
kvantitativni verifikace opakovanymi simulacemi

* matematické nastroje jsou pokrocilejsi a slozitéjsi
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Specialni tvar rovnic - linearni

Linearni systémy
— princip superposice a dalsi ,zfrejma pravidla“
— k disposici jsou ucinné metody analyzy a navrhu

— obvykle prvni krok pfi analyze nelinearniho systému je
oriblizna linearizace v nominalnim pracovnim bodé +
linearni analyza
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0, Meze vyuziti priblizné linearizace

Linearizace sama casto protoze

e Popisuje pouze chovani v okoli jednoho
pracovniho bodu a nikoli nelokalni nebo dokonce
globalni chovani

* Dynamika nelinearnich systému je mnohem
protoze existuje mnoho ,
které nemohou u linearnich systému nastat a proto

* nemohou byt linearizovanym modelem
predpovézeny, popsany ani vysvetleny.
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Chaos

Tato prezentace je spolufinancovdna Evropskym socialnim fondem a statnim rozpo¢tem Ceské republiky.
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Jevy, které nemohou nastat u linearnich systému:
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Vice reseni a jejich unik v konecném case

NL systém mUze jit do nekoneéna v kone¢ném case
Mnohonasobna izolovana ekvilibria

NL systém muze mit vic izolovanych rovnovaznych stavu
Limitni cykly

NL systém miize mit stabilni oscilace s pevnou amplitudou a
frekvenci nezavislé na pocatecnim stavu

Bifurkace
Kvalitativni rysy NL systém( se mohou ménit se zménou parametr

Slozité dynamické chovani
chaos, turbulence, mala zména pocatecnich podminek muze vyrazné
zmenit vysledné chovani: , efekt motyliho kridla“
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Rovnice

X=3 x(0)=0

je resitelna kazdou funkci

kde a je libovolné nezaporné realné Cislo.
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Rovnice - x(()):()

. . T
ale jen naintervalu [0, —).

2

Vneé tohoto intervalu reseni neexistuje.

(tzv. Unik v kone¢ném case)
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0, Unik v konechém case

Linearni systém
e vystup jde do nekonecna nejvyse asymptoticky

i ] .

X=X
= >
5

e vystup mUze jit do nekoneéna i v kone¢ném case
#|Scope =] E3

(o 2|2 dE| - | 5| # 5cope

nelir_learita sama
je takova

\ 4

_/—F tar —FD

Ramp  Trigonometric Scope
Function
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Rovnovazny stav = ekvilbrium = pevny bod = kriticky b.

Vyznam

Pokud ma systém jediné reSenia X, je jeho ekvilibrium
viasety a X(t,)=X%, , pak X(t)=x, Vt=>t, ,

tj. zGstava v rovnovazném stavu.

R . [T
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Jak najit ekvilibrium?
Pokud je systém autonomni, jeho ekvilibria najdeme resenim

(vektorové) nelinedrni algebraické rovnice

Tato rovnice mlize mit
— zadné reseni
— jedno feseni nebo vice izolovanych reseni
— kontinuum resSeni

Napriklad digitalni obvody pro binarni logiku — maji aspon dva stabilni
rovnovazné stavy

Linearni systém - ma bud'jediné feseni X =0 (A nesingularni)

nebo kontinuum reseni (A singularni).

. Eflﬁr : J[mumy
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Nelinearni systém -

e 3 ekvilibria: 0=(1- Xez)xe N
* reseni
(1 X, >0
sign(x,) =4 0 X, =0
-1 X, <0

* zfejme
lim</. =1

t—oo

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI



Linearni systém

muzZe oscilovat (kdyZz ma pdly na imagindrni ose), ale
oscilace jsou nestabilni (pdly na mezi stability) a
jejich amplituda zavisi na pocatecnich podminkach

Nelinearni systém

mezni cyklus (limit cycles), coz jsou stabilni oscilace s pevhou amplitudou a
frekvenci nezavisle na poc. stavu.

— van der Polovy rovnice (modeluji tlukot srdce, nervové pulsy, stahy svalt v
jicnu a strevech) maji jeden stabilni limitni cyklus

— obvody digitadlnich hodin a astabilnich multivibratort produkuji cyklické zmény
mezi 0 a 1 (degenerované van der Polovy rovnice)
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0, Nelinearni oscilace

XY Plot
| ;
-2 -1 o 1
2 Axis

E! oszcilatorM5 = _ O] =]
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Systém s rovnici _ ma
* 3eq.pro a>0 0=(a-x)x —> [g=02Va]

viz drivéjsi priklad

1...a>0
limb=
toe —oo ..a<0

* ajenjedno eq. pro a=0

a pro a<0

= Efl}ﬁ - . ‘PHM”%
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# |Figure Mo. 1
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Pohybova rovnice ve sméru x

~

|tlumen|'| | zatizeni |

pruzna sila
v nhosniku

Pro stavové proménné

ﬂ\

dostaneme model

X, X, =X
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X2——EX2+ m X1_EX1 O:—dX2+(,U—/1)X1—X13
X, =0,% =0
X2: ’Xf:/,l—ﬂu

1 ekvilibrium
3 ekvilibria
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Prechod mezi neohnutym a ohnutymi stavy
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* slozZité chovani deterministickych dynamickych systému, tj. systémd
vyvijejicich se v Case, se stavovym popisem

* matematicky model: obyCejné diferencialni rovnice, diferenc¢ni rovnice,
parcialni diferencialni rovnice

e 1900 Henri Poincaré, problém 3 téles: mize existovat omezeny,
nezanikajici pohyb, ktery neni ani periodicky, ani kvaziperiodicky, a je
proto dlouhodobé nepredvidatelny

1963 Edward N. Lorenz: ,,Deterministic Nonperiodic Flow", Journal of
the Atmosferic Sciences, vol. 20, no. 2, 1963, pp. 130-141.

. e Eflﬁr - e J[mumy
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d
d_X1: p(_X1+X2) - :
t v

/ Tu
dx, _RX, — X, — XX
dt 2 3
dx = —X, + X, X "
dt T 3 Xl 2

Td

Xj_:VsXZ:Tl _Tr -

X,=R+T, —T,

Prandtlovo Cislo p, R = zahfivani minus chlazeni

Tr
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0, Lorenzliv systém: analyza stability

) =0(X; —%) Pogatek:

Xy =X — X5 — X Xg Globalné asymptoticky stabilni pro R<1
Ljapunovova 2" metoda:

V =rx’ +0oX; +0oX;

dVv

dt
Pro R=1 urcite Ljapunovsky stabilni, ale i GAS diky principu LaSalle
Pro R>1 lokdlné nestabilni (ovéite 1ni Ljapunovovou metodou)

= -2ro(X, —%X,)° +20(r —1)xz —20bx? <0OVx=0<=r<1
1 2 2 3

Ale! Pro kazdé R jsou trajektorie Lorenzova systému jsou omezené

V =rx? +oxZ +o(X, —2r)2, C;—\t/ = —2rox; —20%; —20(X; —r)°
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0, Vlastnosti chaosu

e citliva zavislost na pocatecnich podminkach
* topopogicka tranzitivita
e existence vsude husté mnoziny nestabilnich periodickych trajektorii

stacionarni chovani: systém je ustaleném rovnovazném stavu

neomezené chovani: trajektorie neomezené roste

periodické chovani: po urcité, presné dané periodé, se vSe naprosto stejné opakuje

kvaziperiodické chovani: po urcité, presné dané kvaziperiodé, se vse opakuje s urcitou
presnosti, ¢im vétsi presnost, tim delsi kvaziperioda je tfeba

chaotické chovani: po urcité, avsak naprosto neodhadnutelné dobé, se systém dostane
libovolné blizko k vychozimu stavu (topologickd tranzitivita), poté se vse pfriblizné
opakuje jen po omezenou dobu, dfive, nebo pozdéji vSak nastane velmi odlisny vyvoj

(citliva zavislost). Signal ma spojité spektrum ve frekvenéni oblasti (existence v.h.
mnoZiny nestabilnich periodickych trajektorii)
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0, Vyuziti chaosu - sifrovani

Popsané vlastnosti chaosu se zfejmeé hodi k zabezpeceni dat pomoci
Sifrovani, nebot odpovidaji konfuznim a difuznim pozadavkim na
kryptografické algoritmy

Nékteré znamé metody:

e Chaotické maskovani
* Chaos shift keying (CSK)

- klasicky, pomoci synchronizace
- ACSK (Anti-synchronization CSK), pomoci desynchronizace

e Chaotickda modulace (vyuziti inverzniho systému)
« Adalsi...

Ve vsech pripadech je nezbytné zapotrebi synchronizace
parametrizovanych chaotickych systému
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0, Zobecnély Lorenzliv systém

X, = ayX, + 8, Netriviaini GLS (mé alespon jedno

. slozitéjsi reseni) je ekvivalentni

X, = Ay X + Ay X, — X X5 linearni zménou soufadnic z=Tx

. nasledujici kanonicke forme GLS

X, = _ﬂexs + XX,

5 . . Vlastni &isla PL v po&atku - Silnikovova podminka chaosu
Zl o /7121 (Zl 22 ) Z3 v blizkosti homoklinicity a hyperbolického ekvilibria
2, =32, — (2, — 2,)(2Z, — ) 7 € (-1,0)

- Silnikovova podminka je kvalitativni a velmi ,robustni*
,Ryze nelinearni“ parametr tau - presné ladéni slozitych nelinearnich jevu
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0, Hyperbolicky zobecnély Lorenzuv

systém
X, = a; X, +a,%X Netvr_lvvlgvlpl HVGL’S. (ma glespon’Jedno
. slozitejSi reseni) je ekvivalentni
X, = Ay X[ + Ay X, + X X linearni zménou soufadnic z=Tx
. nasledujici kanonicke forme HGLS
X, = —=A X5 + X, X, (Celikovsky, Kybernetika, 2005)
5 . L Vlastni &isla PL v po&atku - Silnikovova podminka chaosu
Zl o )lizl (Zl 22 ) Z3 v blizkosti homoklinicity a hyperbolického ekvilibria
2, =32y — (2, — 2,)(7Z, — Z,) T € (-00,-1)

* tau=1 specialni pripad evkvivalentnl' tzv. Shimidzu-Moriokovu systému
« prehledna klasifikace v Celikovsky, Chen, Chaos, Solitons & Fractals 2005
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Simulations of the generalized Lorenz system for

lambda1=8, lambda2=-16, lambda3=-1, tau=-0.6
1 | L L
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Simulations of the transformed Chen system for

Simulations of the generalized Lorenz system for
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Simulations of the transformed Chen system for Simulations of eneralized Lorenz system for
.

lambdai=8, lambda2=-16, lambda3=-1 , tau=-0.1
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Simulations of the transtormed Chen system for Simulations of the transformed Chen (generalized Lorenz) system
12 120
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periody a ztrata jeho globalni atra

Simulation of the generalized Lorenz system Simulations of the transformed Chen system for
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Simulations of the generalized Lorenz system Simulations of the generalized Lorenz system
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